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1 Einleitung

1.1 Orthonormalbasis

In einem Vektorraum mit der Dimension n kann man n linear unabhéngige Vektoren finden. Eine Menge
von n linear unabhingigen Vektoren in einem n-dimensionalen Vektorraum bildet eine Basis. Mit einer
gewihlten Basis kann jeder Vektor ¢ als Linearkombination v = Ay - €1 + ... + A, - €, dargestellt werden.
Die Zahlen A; sind eindeutig, und man nennt sie die Koordinaten des Vektors.

Haben alle Basisvektoren die Lange 1 und stehen sie paarweise senkrecht aufeinander, so nennt man die
Basis orthonormiert oder orthonormal. Im Folgenden ist angenommen, dass die gewahlte Basis €7, €5 in
der Ebene beziehungsweise €7, €5, €3, im Raum eine Orthonormalbasis ist.

1.2 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren & und b ist als Lange der Projektion des einen Vektors auf den
anderen eine skalare Grosse. Definiert ist das Skalarprodukt durch @ - b = |d@| - |b] - cos ¢, wobei ¢ der
Winkel zwischen den beiden Vektoren ist. Offensichtlich gilt @ - @ = |@|? und |@| = V@ - a.

Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander, wenn a - b = 0 ist. Steht ein Vektor b senkrecht auf einem
Vektor d, so nennt man den Vektor b Normalenvektor zum Vektor @. Ist der Vektor b ein Normalenvektor
zum Vektor @ ist natiirlich umgekehrt auch der Vektor @ ein Normalenvektor zum Vektor b. Der Nullvektor
steht senkrecht auf jedem Vektor.

2 Normalenvektoren

2.1 Normalenvektor zu einem Vektor in der Ebene

In der Ebene ldsst sich leicht zu jedem Vektor ¢ ein Normalenvektor 77 mit Linge ungleich 0 finden. Um
die Koordinaten von 7 zu bekommen, vertauscht man die Koordinaten von ¢ und dndert bei der einen

Koordinaten das Vorzeichen. Die Vektoren ¢ = <51> und 7 = ( Ui > stehen senkrecht aufeinander.
2 —v1

Alle Normalenvektoren zu v sind Vielfache von diesem 77, und alle Vielfachen von 7 sind auch Norma-
lenvektoren zu v. Das heisst, alle Normalenvektoren zu einem gegebenen Vektor sind kollinear. Das folgt

sofort aus ¥ (rit) = Zl) . < T:f} = rv1vg — 1v1Vg = r(v1ve — v1vg) = 0. Damit sind in der Ebene zwei
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Normalenvektoren zum gleichen Vektor immer linear abhéngig.
Beispiel:
. . 5 . 10 - —15\ . . 2
Die Vektoren 7 = o2 = _y und 73 = 6 sind alles Normalenvektoren zu v = 5

Es gibt somit genau eine Richtung, die senkrecht auf einem gegebenen Vektor steht.



2.2 Normalenvektor zu einem Vektor oder zu zwei Vektoren im Raum

Im Raum kénnen zwei Normalenvektoren zum gleichen Vektor linear unabhéngig sein. Die Normalenvek-
toren zu einem Vektor liegen aber alle in einer Ebene und sind somit komplanar. Drei Normalenvektoren
zum gleichen Vektor miissen aus diesem Grund immer linear abhéngig sein.

Zwei linear unabhéngige Vektoren im Raum spannen eine Ebene auf. Zu einer Ebene gibt es genau eine
Richtung, die senkrecht auf allen Geraden in dieser Ebene steht. Zu zwei linear unabhéngigen Vektoren
im Raum gibt es somit eine eindeutig bestimmte Normalenrichtung, die durch einen Normalenvektor
festgelegt werden kann.

2.3 Rechts- und Linkssysteme

Die Normalenrichtung zu zwei linear unabhéngigen Vektoren @ und b
ist eindeutig festgelegt, es gibt aber zwei Vektoren der Lange 1, die diese
Richtung bestimmen. Die nebenstehende Abbildung zeigt die beiden Nor-
malenvektoren 7; und iy zur von den Vektoren @ und b aufgespannten
Ebene E, wobei offensichtlich 77; = —7is gelten muss, wenn beide gleich
lang sind.

Manchmal ist es wichtig, welchen Normalenvektor man wihlt. Deshalb
unterscheidet man zwischen so genannten Rechts- und Linkssystemen.
Die drei linear unabhéingigen Vektoren d, l;, ¢ im Raum bilden in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem, wenn man ihre Richtungen mit dem Dau-
men, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand anzeigen kann, wobei der Daumen in die Richtung
von @, der Zeigefinger in die Richtung von b und der Mittelfinger in die Richtung von ¢ zeigt. Gelingt das
nicht, so lassen sich die drei Vektoren auf diese Weise mit der linken Hand anzeigen und bilden deshalb ein
Linkssystem. Drei linear unabhéngige Vektoren bilden immer entweder ein Rechts- oder ein Linkssystem.

ODb drei linear unabhéngige Vektoren ein Rechts- oder Linkssystem bilden, hingt offensichtlich von der
Reihenfolge ab. Vertauscht man zwei Vektoren, wird aus einem Rechts- ein Linkssystem und umgekehrt.
Bilden also drei Vektoren ein Rechtssystem und kann man eine andere Reihenfolge durch eine gerade
Anzahl Vertauschungen erreichen, so bildet die drei Vektoren auch in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem,
wéhrend daraus durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen ein Linkssystem wird.

In der Physik bilden die Geschwindigkeit ¥, mit der sich ein geladenes Teilchen bewegt, das Magnetfeld
B', durch das es lduft, und die Lorentzkraft F, 7, die es ablenkt, ein Rechtssystem. Das liegt daran, dass
die Richtung des Magnetfeldes entsprechend definiert worden ist. Hiatte man das Magnetfeld so definiert,
dass es von Siiden nach Norden zeigt, wiirden die drei Vektoren ein Linkssystem bilden.

3 Vektorprodukt

3.1 Definition

Zu zwei linear unabhéngigen Vektoren @ und bim Raum gibt es einen Vektor a x b mit den Eigenschaften,

e dass @ qu; senkrecht auf @ und auf b steht,
e dass @, b und @ x b ein Rechtssystem bilden, und
e dass |@ x b| der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms ist,

und dieser Vektor ist eindeutig bestimmt. Der Vektor @ x b heisst Vektorprodukt oder Kreuzprodukt. Weil
die Lénge gerade die Fliche des aufgespannten Parallelogramms ist, muss

@ x b = [@] - |b] - sin (1)
gelten, wobei ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b ist.

Das Skalarprodukt ist in Vektorrdumen mit beliebiger Dimension definiert, und das Resultat des Ska-
larprodukts von zwei Vektoren ist ein Skalar. Das Vektorprodukt hingegen ist nur im dreidimensionalen



Raum definiert, und das Resultat des Vektorprodukts von zwei Vektoren ist wieder ein Vektor. Zudem
ist das Skalarprodukt kommutativ, sodass a - b="ba gilt, wahrend das Vektorprodukt antikommutativ
ist, sodass @ x b=—bxa gilt . Das sind drei wesentliche Unterschiede zwischen dem Skalar- und dem
Vektorprodukt.

Satz:
Das Vektorprodukt a x b ist genau dann 6, wenn @ und b linear abhéngig sind.

Satz:
Das Vektorprodukt ist distributiv, sodass @ x (b+ @) = @ x b + @ x € gilt.

3.2 Koordinatendarstellung

Um zu bestimmen, wie man das Vektorprodukt von zwei Vektoren berechnen kann, wenn man die Ko-
ordinaten der beiden Vektoren in einem Orthonormalsystem kennt, stellt man erst fest, dass fiir die
Basisvektoren €7, €5, €3 einerseits die Beziehungen €1 X ) = €3 X €, = €3 X €3 = 0 und andererseits die
Beziehungen €} X €5 = €3, €3 X €3 = €7, €3 X €] = € sowie die daraus durch Antikommutativitit folgenden

drei Beziehungen 52 X 51 = —53, 53 X 52 = —51, 51 X 53 = —52 gelten.
a by

Mitd={az | und b= | by gﬂt a = a1€] + asés + az€z und b = b1€; + baéy + bsés gemass Definition
ag b3

und unter Benutzung von (r7) X @ = ¥ X (r#) = r(¥ x @) und dem Distributivgesetz kann man @ x b =
(a1€1 +a9€s +a3€3) X (blgl +b2€2+b3€3) in eine Summe von Summanden der Form a;€; X bjgj = aibj (é; X 63)
umformen. Ist i = j, so verschwindet der Summand wegen ¥ x @ = 0. Gilt aber i # j, so lassen sich zwei
Summanden zusammenfassen, was beispielsweise fiir ¢ = 1 und j = 2 zu a1b3(€1 X €2) + azby(€x x €1) =
albg(él X 62) — agbl(é'l X 52) = (a1b2 — agbl)(€1 X 52) = (a1b2 — agbl)gg fiilhrt. Fasst man samtliche
Summanden so zusammen, bekommt man @ x b= (a1by — agb1)€3 + (azbs — asba)él + (asby — a1bs)és,
woraus

ay by asbs — asbo
az | X | ba | = [ asbi —aibs (2)
as bs a1by — azby

fiir die Koordinatendarstellung der Vektoren @ und b folgt.

3.3 Anwendungen
Normalenvektor zu zwei linear unabhingigen Vektoren im Raum

Eine offensichtliche Anwendung des Vektorprodukts ist wegen seiner Definition das Bestimmen eines
Normalenvektors zu zwei gegebenen Vektoren @ und b. Dass @ x b sowohl auf @ wie auch auf b senkrecht
steht, kann man verifizieren, indem man das Skalarprodukt von @ x b in Koordinaten gemiss (2) mit @

beziehungsweise b berechnet und feststellt, dass sich sémtliche Summanden gegenseitig aufheben.

Ist ein Normalenvektor zu einer Ebene gesucht, so bestimmt man erst zwei linear unabhéngige Vektoren
und berechnet anschliessend ihr Vektorprodukt. Die Ebene kann beispielsweise durch die Koordinaten
der Ecken eines nicht-degenerierten Dreiecks gegeben sein.

Flidchenberechnungen im Raum

Weil die Linge des Vektorprodukts von zwei Vektoren geméss (1) gleich der Fliche des von den beiden
Vektoren aufgespannten Parallelogramms ist, kann man das Vektorprodukt auch fiir Flichenberechnungen
beniitzen. Die Flache des aufgespannten Parallelogramms bekommt man direkt, wihrend die Fléche eines
Dreiecks als die Hélfte des entsprechenden Parallelogramms berechnet werden kann.

Ist die Flache des nicht-degenerierten Dreiecks ABC' gesucht, und sind die Ortsvektoren der Punkte A,
B, C durch OA 5§ O? gegeben, kann man zwei linear unabhéngige Vektoren aus E BA, E CA,



B_(j”7 @ bestig)men und daraus das Vektorprodukt berechnen. Wahlt man etwa 144(5, so darf der zweite
Vektor nicht C'A sein, weil die beiden Vektoren linear abhéingig sind, kann aber irgendeiner der anderen
Vektoren sein. Wahlt man als zweiten Vektor C@ , so ist die Fliche des Dreiecks %|1@ x CB].

Beispiel

Die Punkte A(2,1,7), B(3,—1,2) und C(4,0,3) bilden ein nicht-degeneriertes Dreieck und legen somit
eine Ebene fest. Sucht man einen zu dieser Ebene senkrechten Vektor, so kann man erst aus OA, OB und

1 2 3
O? die Vektoren /@ =|-2| und /@ = | —1 | bestimmen und anschliessend mit ﬁ X ﬁ =1|-6
-5 —4 3

einen Normalenvektor zur Ebene finden. Die Fliche des von E und R aufgespannten Parallelogramms
ist /32 + (—6)? 4+ 32 = v/54 =~ 7.35. Die Fliche des Dreiecks ABC ist also die Hélfte davon, was ungefihr
3.67 ist.

Fliachenberechnungen in der Ebene

Das Vektorprodukt ist nur im Raum definiert, kann also in der Ebene nicht direkt fiir die Berechnung von
Flachen benutzt werden. Weil man aber jede Ebene mit Koordinaten x, y im Raum einbetten kann, indem
man die z-Koordinate mit z = 0 hinzufiigt, ldsst sich das Vektorprodukt auch fiir Flichenberechnungen
in der Ebene einsetzen, wie am folgenden Beispiel gezeigt werden soll.

Die nebenstehende Abbildung zeigt oben das Dreieck ABC mit den
Ecken A(2,2), B(5,6) und C(12,1) in der z-y-Ebene, dessen Fliche
gesucht ist. Die in der mittleren Abbildung gezeigten Vektoren E und

/@ haben die Koordinaten zﬁ = (i) und 1@ = (i(i), wie man

N direkt ablesen kann. Fiigt man diesen Vektoren eine z-Komponente
mit z = 0 hinzu, so kann man das Vektorprodukt

AX

/

]

3 10 0
0 ABxAC = 4| x[=1]=1 o
0 0 43

A X berechnen, dessen Léinge 43 ist. Die Flidche des von E und ﬁ auf-
gespannten Parallelogramms ist also 43 und die Fléche des Dreiecks
] ABC somit die Halfte, also 42—3. Das Ergebnis kann man wie in der Ab-
AB / bildung unten gezeigt nachpriifen. Das Dreieck liegt im Rechteck mit
/ N der Fliche 50. Schneidet man die drei rechtwinkligen Dreiecke oben

_.£ anng links, oben rechts und unten mit den Fléichen 6, % und 5 weg, bleibt
" ¥ die Fldche des Dreiecks ABC iibrig.

Das Beispiel ldsst sich verallgemeinern. Sind die Vektoren @ = (al)

ag
AX und b = <lb)1> gegeben, und ist die Fléche des von ihnen aufgespannten
2
Parallelogramms beziehungsweise Dreiecks gesucht, so kann man das
3 7 Vektorprodukt
4 5 aq b1 0
a2 X b2 = 0
! 10 ¥ 0 0 ay b2 — a2b1

und dessen Linge |a1ba—agb1| bestimmen. Das ist die Fléiche des aufge-
spannten Parallelogramms und somit das Doppelte der Dreiecksfléche.



