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1 Allgemeine Funktionen

1.1 Blackboxmodell einer Funktion

Eine Funktion liefert fiir Eingabewerte x, die man

ihr gibt, Ausgabewerte y. Man kann eine Funk-

tiongals Blacklg)ox betrachzéen. Gibt man etwas rein, XGY ?"I:l—9 rOIEtor
kommt etwas raus. Die nebenstehende Abbildung (a) (b) (c)

zeigt in (a) so eine Blackbox mit x als Eingabewert

und y als Ausgabewert. Nimmt man beispielswei- 3 hell

se an, dass die Blackbox als = eine Zahl annimmt X;:l:l"y 5:|:|"8 ,.ot:I:l”he"rot
und deren Quadrat als y zuriickgibt, so sihe das (d) (e) f)

fiir z = 3 aus wie in (b). Weder die Eingabe- noch

die Ausgabewerte miissen notwendigerweise Zah- « v,

len sein, obwohl man in der Mathematik meist Xl:l:l:y2 (LS Xm)“l:l‘(y‘ """ yo)
nummerische Funktionen hat. In (c) ist eine Funk- ) h)

tion gezeigt, die als Eingabe ein Wort nimmt und

als Ausgabe das Eingabewort riickwirts gelesen

zuriickgibt. Eine Funktion kann auch zwei oder mehr Eingabewerte haben wie in (d) gezeigt. Das Beispiel
in (e) gibt die Summe der beiden Eingabewerte als Resultat zuriick, wihrend das Beispiel in (f) die beiden
Eingabeworter zusammengesetzt ausspuckt. Grundsétzlich kann eine Funktion nicht nur zwei oder mehr
Eingabewerte, sondern auch zwei oder mehr Ausgabewerte haben wie in (g) gezeigt. Weil es jedoch kon-
zeptuell keinen Unterschied macht, ob man einer Funktion zwei Werte einzeln oder als geordnetes Paar

iibergibt, gibt man im allgemeinsten Fall m Eingabewerte als so genanntes m-Tupel und n Ausgabewerte
als n-Tupel an. Ein 2-Tupel nennt man Paar und ein 3-Tupel nennt man Tripel.

Ist eine Funktion als Blackbox gegeben, so gibt man ihr etwas als Eingabe und bekommt etwas als
Ausgabe. Ein Getriankeautomat, bei dem man als Eingabe Miinzen einwirft und als Ausgabe eine Ge-
trankeflasche bekommt, ist so betrachtet auch eine Funktion, wobei man geniigend Miinzen als Eingabe
flittern muss, um zu einem Getrink zu kommen. Man sagt in diesem Fall, der Definitionsbereich des
Getrinkeautomaten seien Miinzen, die zusammen den Preis fiir eine Flasche ergeben. In den Beispielen
(b) und (e) ist der Definitionsbereich Zahlen, wiihrend er bei den Beispielen (c¢) und (f) die Menge der
Worter ist. Im Folgenden betrachten wir nur noch Funktionen, bei denen der Eingabewert eine Zahl
und der Ausgabewert ebenfalls eine Zahl ist. Die Definitionsbereiche sind also entweder die Menge der
natiirlichen Zahlen N, die Menge der reellen Zahlen R oder Teilmengen davon.

1.2 Spezielle Funktionen

Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal fiir Funktionen ist, ob sie fiir die gleichen Eingabewerte immer
die gleichen Ausgabewerte oder aber verschiedene Ausgabewerte liefern. Eine Funktion, die fiir dieselben
Eingabewerte verschiedene Ausgabewerte ausgibt, nennt man eine Zufallsfunktion. Sitzt beispielsweise
in einer Blackbox eine Person, die fiir den Eingabewert n € N mit einem Wiirfel n-mal wiirfelt und die
Summe der Augenzahlen von diesen n Wiirfen als Ausgabewert zuriickgibt, so ist das eine Zufallsfunktion,



die beispielsweise fiir den Eingabewert 1 einmal 5 und einmal 2 ausspuckt. Zufallsfunktionen werden in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt, sodass im Folgenden nur Funktionen betrachtet werden sollen,
die fiir die gleichen Eingabewerte immer die gleichen Ausgabewerte liefern.

Ist der Definitionsbereich einer Funktion endlich, so lésst sich die Funktion vollstéindig aufzédhlen. In
diesem Fall spricht man von endlichen Funktionen. Weil die beiden Mengen N und R beide unendlich
gross sind, lassen sich Funktionen, die auf ganz N oder ganz R definiert sind, nicht vollstindig aufzéhlen
und miissen durch eine Vorschrift festgelegt werden.

Liefert eine Funktion fiir jeden Eingabewert denselben Ausgabewert, so spricht man von einer konstan-
ten Funktion. Die konstanten Funktionen, fiir die man y = a schreiben kann, wobei a der konstante
Ausgabewert ist, ist die einfachste Polynomfunktion, die aus einer endlichen Menge von Summanden der
Form a;x’ bestehen. Die nach den konstanten Funktionen einfachsten Gruppen von Polynomfunktionen
sind die linearen Funktionen der Form y = ax + b gefolgt von den quadratischen Funktionen der Form
y = ax? + br + ¢ und den kubischen Funktionen der Form y = ax® + bx? 4 cx + d.

1.3 Darstellung von Funktionen

Weil eine Funktion Eingabewerte aus dem Definitionsbereich D akzep-

Ay tiert und Ausgabewerte aus den Wertebereich W ausgibt, schreibt man
6 f:D— W,z +— f(z) fir eine Funktion, der man den Namen f gegeben
5 hat. Mit = als Eingabewert und y = f(z) als Ausgabewert kann man
4 eine Funktion in einem Koordinatensystem darstellen, indem man fiir
2 alle moglichen z-Werte die zugehorigen y-Werte bestimmt und den
) Punkt (z,y) im Koordinatensystem eintriigt. Der Menge der so ent-
0 X stehenden (z,y)-Punkte nennt man den Graphen der Funktion.
-1 Beispiel:
-2 In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph der linearen Funktion
-3 iR R z— f(x) =2x—1 gezeigt. Es ist eine Gerade, die durch die
-4 Punkte (0, —1) und (1, 1) geht. Wie unten gezeigt wird, ist der Graph

43210123456 jeder linearen Funktion eine Gerade.

Funktionen konnen also algebraisch durch einen Term oder geome-
trisch durch einen Graphen angegeben werden. Kénnte man Punkte in einem Koordinatensystem exakt
bestimmen, wire die algebraische und die geometrische Darstellung gleichwertig. Weil die Genauigkeit
geometrischer Zeichnungen aber immer durch die Strichdicke beschréankt ist, wihrend der algebraische
Term wenigstens theoretisch auf beliebig viele Stellen nach dem Komma berechnet werden kann, ist ein
algebraischer Term meist vorzuziehen.

2 Proportionalitit

2.1 Direkte Proportionalitit

Wenn ein Ei im Lebensmittelgeschéift 60 Rappen kostet, und wenn man keinen
Mengenrabatt bekommt, kann man annehmen, dass zwei Eier 1.20 und zehn Eier

6 Franken kosten. Wenn man also weiss, dass vier Eier 2.40 kosten, und man sie- Ele: P(;‘_eéz

ben Eier kaufen mochte, kann man den Preis von vier Eiern erst durch 4 teilen, 21 1.20

um den Preis fiir ein Ei zu bekommen, und anschliessend den Preis fiir ein Ei mit 3] 1.80

7 multiplizieren, um den Preis fiir sieben Eier zu berechnen. Das ist ein typischer 4| 2.40
Dreisatz. Man kann aber diese beiden Schritte zu einem Schritt zusammenfassen 7 5] 300 \7
und den Preis fiir vier Eier direkt mit % multiplizieren, um den Preis fiir sieben 4 6] 360 /4
Eier zu erhalten. Das heisst also, dass man den Preis mit demselben Faktor mul- 7] 420
tiplizieren muss wie die Anzahl, wie das in der nebenstehenden Abbildung gezeigt

ist. Sind zwei Grossen wie hier die Anzahl Eier und deren Preis auf diese Weise
miteinander verbunden, spricht man von einer direkten Proportionalitdt.



Sind zwei Grossen  und y proportional, so ist das Verhéltnis y : « fiir alle moglichen Wertepaare x und y
gleich. Im Beispiel der Eier kann man einen beliebigen Wert z links in der Tabelle und den dazu gehorigen
Wert y rechts in der Tabelle nehmen, und das Verhéltnis ist immer gleich 0.6. Man nennt diese konstante
Grosse den Proportionalitdtsfaktor. Ist a deﬁ Proportionalitatsfaktor, so gilt somit y : x = £ = a, woraus

y = a -z folgt. Daraus folgt aber auch z = = - y mit dem Proportionalitétsfaktor %

Gilt fiir eine Funktion f(x) die Bezichung f(c-x) = ¢- f(z) fiir alle moglichen Werte ¢, so bilden z und
f(x) eine direkte Proportionalitéit. Das gilt speziell auch fiir die Abhéngigkeit zwischen Menge und Preis.
Ist « die Menge und P(z) der Preis einer Ware, so gilt

P(y-z)=y-P(z) =z P(y) (1)

fiir alle z und y. Der Preis fiir die doppelte Menge ist gleich dem doppelten Preis fiir die einfache Menge.

2.2 Umgekehrte Proportionalitiat

Verhalten sich drei Grossen a, b und ¢ wie ¢ = a-b und héilt man eine der beiden Grossen a oder b fest, so
sind die anderen beiden Gréssen proportional. Halt man hingegen die Grosse c fest, so bilden die beiden
Grossen a und b eine umgekehrte Proportionalitdt, die man auch reziproke oder indirekte Proportionalitét
nennt. Sind ¢ und b umgekehrt proportional, so muss die eine Grosse kleiner werden, wenn die andere
grosser wird, und umgekehrt. Ist somit die Beziehung ¢ = a - b gegeben, und ist ¢ konstant, sodass a und
b umgekehrt proportional sind, gilt folglich a = ¢ - % beziehungsweise b = ¢ - é

Beispiel:

Fiir Weg s, Zeit t und Geschwindigkeit v gilt s = v-t wegen v = 3. Bei gegebener fester Geschwindigkeit v
als Proportionalitédtsfaktor bilden Weg s und Zeit ¢ also eine direkte Proportionalitéit, denn bei konstanter
Geschwindigkeit braucht man fiir den doppelten Weg die doppelte Zeit. Auch die beiden Grossen Weg
s und Geschwindigkeit v sind proportional bei gegebener fester Zeit ¢, die als Proportionalitéitsfaktor
dient, denn bei doppelter Geschwindigkeit kommt man in der gleichen Zeit doppelt so weit. Die beiden
Grossen Zeit t und Geschwindigkeit v hingegen sind bei fest gegebener Liange des Weges s eine umgekehrte
Proportionalitéit, denn je kleiner die Geschwindigkeit ist, desto langer braucht man fiir die gleiche Distanz,
und je grosser die Geschwindigkeit ist, desto schneller ist man am Ziel.

Beispiel:

Weil fiir die Fliche F' eines Rechtecks mit den Seitenldngen a und b die Beziechung F = a - b gilt,
bilden die Flidche und eine Seitenlédnge eine Proportionalitdt mit der anderen, fest gewéhlten Seitenldnge
als Proportionalitdtsfaktor. Halt man hingegen die Fliche F' fest, bilden die beiden Seitenldngen eine
umgekehrte Proportionalitéit, denn je linger man die eine Seite wihlt, desto kiirzer muss man die andere
Seite wihlen, damit die Flache konstant bleibt.

2.3 Kostenfunktionen

Wie am Beispiel der Eier gezeigt bilden die Anzahl eines Artikels und der
Gesamtpreis eine direkte Proportionalitdt mit dem Stiickpreis als Propor- A
tionalitatsfaktor. Das gilt auch fiir Waren wie Benzin an einer Tankstelle,
die nicht gezéhlt, sondern gemessen werden, und bei denen der Preis pro
Liter die Rolle des Stiickpreises spielt. Diesen beiden Beispielen ist wegen ~
P(0-xz) =0- P(x) gemeinsam, dass der Preis fiir gar keine Ware gleich () Menge
Null ist, denn man muss nichts bezahlen, wenn man nichts kauft.

Preis

>
>

Neben solchen Kostenfunktionen wie in (a) der nebenstehenden Abbil-
dung gezeigt gibt es aber auch andere wie die in (b) gezeigte Kostenfunk-
tion beispielsweise fiir ein Mobiltelefon, bei dem zu den variablen Kosten
proportional zur bezogenen Menge von Gespréchsminuten eine Grund-
gebithr dazu kommt, die man bezahlen muss, auch wenn man gar nie
telefoniert hat. Die monatliche Telefonrechnung besteht aus einem fizen
Teil der Kosten fiir die Grundgebiihr, die jeden Monat gleich ist, und einem wvariablen Teil der Kosten
fiir die Gespréachsminuten, die sich von Monat zu Monat dndern kénnen.

Preis




2.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Wie viel kosten 350 Gramm Kise, wenn 200 Gramm 4.80 kosten?

Aufgabe 2

Wie sieht die Formel fiir den Preis P(z) aus, wenn (a) P(1) = 1.3 oder (b) P(1) = k ist?
Aufgabe 3

Ein Radfahrer fihrt 40 Minuten lang mit konstanter Geschwindigkeit und kommt in dieser Zeit 16 Kilo-
meter weit. Wie gross ist seine Geschwindigkeit gemessen in Kilometer pro Stunde?

Aufgabe 4

Der Preis fiir einen Liter Benzin ist 2.50. Wie sieht die Funktion P(z) fiir den Preis fiir « Liter Benzin
aus? Und wie sieht die Funktion M (z) fiir die Menge Benzin aus, die man fiir z Franken bekommt?

Aufgabe 5

Bestellt man Abziige von digitalen Fotos bei der Firma PhotoXX, so kostet ein Abzug 13 Rappen. Fiir
Porto und Verpackung wird unabhéngig von der Anzahl bestellter Abziige Fr. 4.50 berechnet. Wie sieht
die Preisfunktion P(n) fiir n Abziige inklusive Porto und Verpackung aus?

Aufgabe 6

Eine Fabrik produziert Plastikrohre. Die Fixkosten sind Fr. 20000.— pro Woche, und die Herstellungs-
kosten sind Fr. 12.— pro Meter. Wie viele Meter Rohr miissen bei einem Preis von Fr. 17.— pro Meter
jede Woche verkauft werden, damit kein Verlust resultiert?

2.5 Lo6sungen

Loésung der Aufgabe 1

Weil 350 = % -200 = £ 200 = 1.75 - 200 gilt, ist der Preis fiir 350 Gramm Kise 4.80 - 1.75 = 8.40.

Lésung der Aufgabe 2

Aus (1) folgt P(x) = P(1-z) =z - P(1). Somit gilt fir (a) P(xz) = 1.3z und fiir (b) P(z) =k - z. (Das
ist nicht tiberraschend, denn der Preis fiir x Stiicke einer Ware ist z-mal der Preis fiir ein Stiick, wenn
Menge und Preis proportional sind.

Losung der Aufgabe 3
16 km 1.5-16km  24km km

s .
Wegen v = n und 60 = 1.5-40 gilt v = 0min — 15 40min — 60min — 24 W

Losung der Aufgabe 4

Bekommt man einen Liter Benzin fiir 2.50, so bekommt man fiir einen Franken 0.4 Liter Benzin. Es gilt
somit P(x) = 2.5 - z fiir den Preis von z Liter und M (x) = 0.4 - z fiir die Menge Benzin, die man fiir
Franken bekommt.

Loésung der Aufgabe 5

Ein Abzug kostet 0.13 und n Abziige kosten somit n - 0.13. Weil noch der feste Betrag fiir Porto und
Verpackung dazu kommt, ist die Funktion fiir den Preis also P(n) = n-0.13 + 4.50.

Losung der Aufgabe 6

Wenn die Firma pro Meter Fr. 5.— verdient und damit die Fixkosten von Fr. 20000.— decken muss,
resultiert kein Verlust, wenn 4000 Meter Rohr verkauft werden.

Das Resultat kann man auch mit einer Gleichung bekommen. Wenn die Firma x Meter Rohr verkauft,
sind die Kosten 20000 + 12z und die Einnahmen 17z. Damit weder ein Verlust noch ein Gewinn entsteht,
muss also 20000 + 12z = 17z oder 20000 = 5x gelten, woraus ebenfalls x = 4000 folgt.



3 Lineare Funktionen

3.1 Geraden in einem Koordinatensystem

Betrachtet man die Gerade im Koordinatensystem, das
Ay in der Abbildung links gezeigt ist, so sieht man, dass
Y2 gemiss Strahlensidtzen das Verhéltnis der Strecke von 0
bis y; zur Strecke von 0 bis x; gleich dem Verhéltnis der
Strecke von 0 bis yo zur Strecke von 0 bis x5 ist. Setzt
man y; : ¥1 = Yo : To = a, so folgt daraus, dass die Werte
21 und zo beliebig gewéhlt worden sind, die Gleichung
y = a -z fiir alle Paare (z,y), die auf der Geraden liegen.

\a

Geraden in einem Koordinatensystem, die durch den
0 X X, Nullpunkt gehen, kénnen also durch eine Gleichung der
Form y = ax dargestellt werden. Die Gleichung y = 0.3-z
zum Beispiel bedeutet alle Paare (z,y) wie etwa (10, 3)
und (0, 0), fiir die diese Gleichung erfiillt ist. Alle Punkte
mit den Koordinaten (z,y), welche die Gleichung y = ax erfiillen, liegen also auf einer Geraden, und alle
Punkte mit den Koordinaten (z,y), welche diese Gleichung nicht erfiillen, liegen nicht auf dieser Geraden.

v X

Verschiebt man jeden Punkt einer durch y = ax festgeleg-
ten Geraden um b nach oben, bekommt man eine Gerade,
die parallel zur urspriinglichen Geraden liegt wie in der
Abbildung rechts gezeigt. Alle Punkte auf dieser zweiten
Geraden erfiillten die Gleichung y = ax+b, denn von der
gestrichelten Linie bis zum Punkt auf der Geraden ist
die Distanz ax und von der x-Achse bis zur gestrichelten
Linie ist die Distanz b. Die gestrichelte Linie ist eine Ge-
rade parallel zur x-Achse. Ist b > 0, so liegt sie oberhalb
der x-Achse, ist b < 0, so liegt sie unterhalb der x-Achse,
und ist b = 0, so fallt sie mit der x-Achse zusammen.

Jede Funktion, die in der Form f(z) = ax + b geschrie-

ben werden kann, hat als Graphen eine Gerade, und man

nennt sie deshalb lineare Funktionen. Umgekehrt kann jede Funktion, die als Graphen eine Gerade hat,
in der Form f(x) = ax + b geschrieben werden. Das heisst aber nicht, dass jede Gerade in einem Koordi-
natensystem so dargestellt werden kann, denn die Geraden parallel zur y-Achse sind nicht Graphen einer
Funktion, weil eine Funktion jedem x-Wert eindeutig einen y-Wert zuordnet.

3.2 Steigung und y-Achsenabschnitt

Lineare Funktionen kénnen in der Form f(z) = ax + b 4y
geschrieben werden und haben Geraden als Graphen, die Yz !
nicht parallel zur y-Achse sind. Die beiden Grossen a und | Ay
b haben eine einfache geometrische Bedeutung. vl A |

Wahlt man zwei verschiedene x-Werte 7 und x5, so ist
Ay =ys—y1 = (ax2 —b) — (ax1 —b) = a(ze — 1) = aAzx
mit y; = f(x1) und yo = f(x2) und Az = x5 —1x1, woraus

v X

A _
_R2Y _Y%—n 2)
Ax 29— 17 0 X X,

folgt. Die Grosse a ist die so genannte Steigung.

Wahlt man zo = 21+1, so gilt Az = 1 und somit a = Ay.
Die geometrische Bedeutung der Steigung a kann man also folgendermassen beschreiben. Geht man von
einem Punkt auf der Geraden um eine Strecke der Linge 1 nach rechts, so muss man um |a| nach oben



gehen, wenn a > 0 ist, beziehungsweise um |a| nach unten gehen, wenn a < 0 ist. Ist @ = 0, so ist die
Funktion f(z) = ax + b = b eine konstante Funktion, die somit streng genommen nicht mehr zu den
linearen, sondern zu den konstanten Funktionen gehort. Trotzdem betrachtet man auch diese Funktion
als lineare Funktion, denn ihr Graph ist ebenfalls eine Gerade, und diese Gerade verlduft parallel zur
x-Achse, hat also die Steigung 0.

Wegen f(0) = b liegt der Punkt mit den Koordinaten (0, b) auf dem Graphen der Funktion f(z) = az+b.
Der Wert b ist also der Abstand des Schnittpunktes des Graphen von f(z) = ax + b mit der y-Achse und
dem Nullpunkt des Koordinatensystems. Ist b > 0, so liegt dieser Schnittpunkt oberhalb der x-Achse, ist
b < 0, so liegt er unterhalb der x-Achse. Die Grosse b heisst y-Achsenabschnitt.

3.3 Aufgaben

Aufgabe 7

Gegeben ist die lineare Funktion y = 0.2z 4 3. Liegen die Punkte mit den Koordinaten (0, 3), (10,5) und
(2,4) auf dem Graphen von f?

Aufgabe 8

Die Punkte (1,4) und (—3,2) liegen auf dem Graphen einer linearen Funktion. Bestimmen Sie die Stei-
gung, den y-Achsenabschnitt und die lineare Funktion.

Aufgabe 9

Der Graph der linearen Funktion f(x) verlduft parallel zum Graphen von g(z) = 3z — 4 und geht durch
den Punkt mit den Koordinaten (4,6). Wie sieht f(x) aus?

Aufgabe 10

Bei uns misst man die Temperatur in Grad Celsius, wihrend in Amerika Grad Fahrenheit benutzt werden.
Die Umrechnung ist eine lineare Funktion, bei der dem Wert 0° C der Wert 32° F und dem Wert 100° C
der Wert 212° F entspricht. Wie lauten die beiden Funktionen, die von Grad Celsius in Grad Fahrenheit
beziehungsweise von Grad Fahrenheit in Grad Celsius umrechnen?

3.4 Losungen

Losung der Aufgabe 7

Die Punkte (0,3) und (10,5) liegen darauf, weil 3 = 0.2-0+ 3 und 5 = 0.2 - 10 4 3 gilt, die beiden
gegebenen Paare (z,y) also y = 0.2 - x + 3 erfiillen. Der Punkt (2,4) liegt hingegen nicht darauf, weil
4434=02-2+3gilt.

Lésung der Aufgabe 8

Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade, und eine Gerade ist bekanntlich durch zwei Punkte
eindeutig bestimmt. Setzt man die x- und y-Werte der beiden gegebenen Punkte in die allgemeine Formel
fiir eine lineare Gleichung ein, so bekommt man die beiden Gleichungen 4 =a-1+bund 2 =a-(—-3)+b.
Lost man dieses Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und den beiden Unbekannten a und b auf,
bekommt man die Steigung a = 0.5 und den y-Achsenabschnitt b = 3.5, woraus y = 0.5x + 3.5 folgt.

Lésung der Aufgabe 9

Parallele lineare Funktionen haben die gleiche Steigung, sodass f(z) = 3z + b gelten muss. Weil wegen
dem Punkt (4,6) die Gleichung 6 = 3 - 4 4 b erfiillt sein muss, gilt b = —6 und somit f(z) = 3z — 6.

Losung der Aufgabe 10

Sei f(z) die Funktion, die von Grad Celsius in Grad Fahrenheit umrechnet, so gilt f(z) = 1.8z + 32. Sei
c(z) die Funktion, die von Grad Fahrenheit in Grad Celsius umrechnet, so gilt ¢(z) = Sz — 189, (Man

5_ 1
beachte, dass § = 15 ist.)



