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1 Ahnlichkeit von geometrischen Objekten

1.1 Vergrosserungen und Anderung der Masseinheiten

Betrachtet man die beiden Dreiecke Ay B1C7 und

A5 BsC5 in der nebenstehenden Abbildung, so ha- &

ben sie eine gewissen Ahnlichkeit. Die Seiten des &
grosseren Dreiecks sind 2.54-mal so lang wie die- A B,
jenigen des kleineren Dreiecks. Es gilt also fiir die C,

Seitelinge A; By = 2.54 - A1 B;. Weil man die Ein-

heiten in der Mathematik haufig weglassen und

rein mit Zahlen rechnen kann, sollte es keine Rol-

le spielen, ob man die Seitenléngen in der uns ge-

brauchlichen Einheit Zentimeter oder in der im an-

gelsichsischen Raum iiblichen Einheit Inch angibt, A B,
wobei 1 Inch gleich lang ist wie 2.54 Zentimeter.

Rechnet man also nur in Zahlen, so sind die Sei-

tenldngen in den beiden nebenstehenden Dreiecken gleich, wobei das kleinere Dreieck in Zentimeter und
das grossere Dreieck in Inch gemessen ist. Weil die entsprechenden Dreieckseiten parallel sind, miissen
auch die einander entsprechenden Winkel in beiden Dreiecken gleich gross sein.

Dass man geometrische Objekte verkleinern und vergrossern kann, kennen wir aus dem Alltag. Woh-
nungspléne oder Landkarten, die Objekte in der Welt in verkleinerter Form darstellen, oder das Modell
eines Hauses im Kleinformat, mit dem ein Architekt dem zukiinftigen Hausbesitzer zeigt, wie das geplante
Gebéaude einmal aussehen wird, sind zwei- und dreidimensionalen Beispiele. Die wesentlichen Eigenschaf-
ten wie beispielsweise Winkel sollten im verkleinerten Modell und im realen Objekt gleich gross sein.

1.2 Verhiltnisse und direkte Proportionalitit

Eine weitere Beziehung, die in einem geometrischen Objekt und seinem skalierten Bild {ibereinstimmen,
sind die Grédssenverhdltnisse. Ist in einem rechteckigen Raum im Wohnungsplan die Linge doppelt so
gross wie die Breite, so gilt das auch im Raum selber. Das ist eigentlich klar, weil alle Lingen um den
gleichen Faktor gestaucht worden sind, als man von der Wohnung den Plan erstellte, sodass sich dieser
Faktor heraus kiirzt, wenn man das Verhéltnis bildet. Sei der Plan im Verhé&ltnis 1 : 100 erstellt worden,
so entspricht ein Meter in der Wohnung einem Zentimeter im Plan. Ist der Raum also sechs Meter lang
und drei Meter breit, so ist der Raum auf dem Plan sechs Zentimeter lang und drei Zentimeter breit.

Daraus folgt offensichtlich auch, dass die entsprechenden Léngen zueinander proportional sind. Der
Proportionalitdtsfaktor ist die Skalierungsgrosse. Im Beispiel des Wohnungsplans ist der Proportiona-
litdtsfaktor also 100 oder 0.01 je nachdem, ob man von den Langen in der Wohnung auf die Léngen
im Plan oder umgekehrt schliessen will. Weil im Dezimalsystem Zehnerpotenzen besonders einfach sind,
sind bei Pldnen Verhé&ltnisse wie 1 : 10 oder 1 : 100 und bei Landkarten Verhiltnisse wie 1 : 10000
und 1 : 100000 oder — etwas weniger einfach zum Umrechnen — 1 : 25000 oder 1 : 50000 gebrauchlich.
Bei Verhiltnissen hat sich eingebiirgert, dass man sie mit ganzen Zahlen und nicht mit Dezimalbriichen



angibt. Fiir die beiden Dreiecke in der obigen Abbildung wiirde man also nicht 1 : 2.54, sondern eher
100 : 254 oder 50 : 127 schreiben.

1.3 Ahnlichkeit von Dreiecken

Die eben beschriebene Eigenschaft von zwei geometrischen Objekten, dass sie durch Skalierung ineinander
iibergehen, ldsst sich mathematisch sauber beschreiben. Fiir den Hausgebrauch geniigt aber ein intuitives
Versténdnis. Diese Eigenschaft heisst Ahnlichkeit, sollte aber nicht mit dem umgangssprachlichen Begriff
verwechselt werden. Zwei Personen sehen sich dhnlich, wenn sie sich gleichen. Das lisst sich aber nicht
mit dem Massstab nachweisen, wie das bei der Ahnlichkeit von Dreiecken der Fall ist.

Weil die Ahnlichkeit besonders hiufig bei Dreiecken gebraucht wird, benutzen wir hier eine Eigenschaft
dhnlicher Dreiecke als Definition. Zwei Dreiecke sind genau dann #dhnlich, wenn sie je zwei gleich grosse
Winkel haben. Der dritte Winkel muss dann wegen der Winkelsumme im Dreieck ebenfalls in beiden
Dreiecken gleich gross sein. Haben zwei Dreiecke A1 B1Cy und A;ByCy gleiche Winkel bei A; und As
sowie bei Bl und BQ, SO gllt AlBl : A2B2 = AlC’l : AQCQ = 3101 : BQCQ.

1.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Ein rechtwinkliges Dreieck hat die beiden Kathetenlingen a; = 30 und b; = 40. Ein dazu &hnliches
Dreieck hat die Kathete a; = 45. Bestimmen Sie die beiden anderen Dreiecksseiten des grosseren Dreiecks.

Aufgabe 2

Begriinden Sie, weshalb auch die entsprechenden Hohen in zwei dhnlichen Dreiecken im gleichen Verhéltnis
stehen wie die Seiten.

1.5 Loésungen

Lésung der Aufgabe 1

Das Dreieck mit den Katheten a; und b; ist rechtwinklig, womit auch das andere Dreieck rechtwinklig
sein muss. Die Hypotenuse ist ¢; = 50 geméss Satz von Pythagoras. Weil a; = 1.5- a4 gilt, ist das Dreieck
mit der Kathete ay das grossere Dreieck, und fiir die beiden anderen Seiten gilt ebenfalls b, = 1.5-b; = 60
und co = 1.5-¢; = 75.

Lésung der Aufgabe 2 c

Die Winkel bei A, B und C sind bei beiden Dreiecken gleich, weil sie dhnlich sind.
Die Hohe steht immer senkrecht auf der Grundseite, sodass der Winkel bei D im
Dreieck BC'D 90° sein muss. Die beiden dhnlichen Dreiecke BC'D haben somit bei
B und D die gleichen Winkel und sind geméss unserer Definition ebenfalls dhnlich.
Dasselbe gilt fiir das Dreieck ACD. (In der nebenstehenden Abbildung ist nur eines
der beiden Dreiecke gezeigt.)

A B

2 Strahlensitze und zentrische Streckung

2.1 Drei verwandte Konzepte

Im Bereich Ahnlichkeit von geometrischen Objekten gibt es drei Konzepte, die miteinander verwandt
sind. Das eine Konzept ist die Ahnlichkeit, bei der Objekte ausser in Bezug auf ihre Grosse gleiche
Eigenschaften zeigen wie etwa das Modell eines Hauses in Styropor und die Hausplidne dazu, die einem
zukiinftigen Bewohner die rdumlichen Beziehungen im Massstab 1 : 100 zeigen. Dabei ist das Modell
dreidimensional, wihrend die Pline zweidimensional sind. Die Ahnlichkeit ist also ein Konzept sowohl



fiir beliebige rdumliche wie auch planare Objekte. Ein zweites Konzept ist die zentrische Streckung, die
eine Abbildung in der Ebene oder im Raum definiert, bei der Strecken in einem bestimmten Verhéltnis
vergrossert oder verkleinert werden. Das dritte Konzept sind die so genannten Strahlensétze.

2.2 Zweil Strahlensitze

Gegeben sind zwei parallele Geraden g; und go und ein Punkt
A, der nicht auf diesen Geraden und somit entweder zwischen
den beiden Geraden oder ausserhalb wie in der nebenstehen-
den Abbildung liegt. Wenn vom Punkt A aus zwei Strahlen s;
und ss die beiden parallelen Geraden g; und gs schneiden, so
miissen die entstehenden Winkel 8 bei den Schnittpunkten B
und By bezichungsweise die Winkel v bei den Schnittpunk-
ten C7 und Cy gleich sein. Somit sind die beiden Dreiecke
AB;C7 und AB>C5 gemiss unserer oben eingefithrten Defi-
nition dhnlich. Weil die beiden Dreiecke dhnlich sind, miissen
die Seitenverhéltnisse gleich sein. Das sind denn auch die Be-
hauptungen der beiden Strahlensétze.

Der erste Stahlensatz besagt, dass ABy : ABy = AC: : AC,
gilt, wihrend der zweite Strahlensatz fiir die Seiten auf den
Parallelen besagt, dass ABy : ABy = B1C : BoCy gilt. Zu-
sammenfassend lésst sich also ABy : ABy; = ACY : ACy = B1C, : BoCs sagen. Die Strahlenséitze gelten
unabhéngig davon, ob A zwischen den beiden parallelen Geraden liegt oder ausserhalb.

Der so genannte Daumensprung, mit dem man die Entfernung eines Gegenstandes in der Landschaft
schitzen kann, basiert auf den Strahlensitzen und darauf, dass man Grossen besser schitzen kann als
Entfernungen. Weil der Daumen einer Hand bei ausgestrecktem Arm etwa 70 Zentimeter vom Auge ent-
fernt ist, wdhrend der Augenabstand etwa 7 Zentimeter betrégt, ist das Verhéltnis etwa 1 : 10, héngt aber
offensichtlich von der Person ab. Springt der Daumen also etwa 12 Meter auf der Fassade eines Hauses,
wenn ich erst mit dem einen Auge und dann mit dem anderen Auge meinen Daumen bei ausgestrecktem
Arm beobachte, so ist das Haus etwa 120 Meter entfernt.

2.3 Zentrische Streckung

Will man eine geometrische Figur wie das Viereck A; B;C1D; in der nebenste-
henden Abbildung proportional vergrossern oder verkleinern, sodass die ent-
stehende Figur zur urspriinglichen Figur dhnlich ist, so kann man das mit
einer zentrischen Streckung erreichen. Man legt einen Punkt Z fest und zieht
von ihm aus Geraden durch die Punkte der urspriinglichen Figur, skaliert die
Strecken zwischen Z und diesen Punkten mit dem gewiinschten Faktor und be-
kommt so die skalierte Figur. In der nebenstehenden Abbildung ist der Faktor
1.5 benutzt worden. Somit sind die Strecken von Z zu den Punkten As, By, Co
und Dy anderthalb mal so lang wie die Strecken von Z zu den entsprechenden
Punkten Ay, Bi, C; und D;.

Waéhrend der erste Strahlensatz sagt, dass ZA, : ZAs = ZB; : Z B> gilt, falls
die Strecken A1B; und A Bs parallel sind, benutzt die zentrische Strecke die
umgekehrte Tatsache, dass die beiden Strecken A; By und A Bs parallel sind,
falls die Verhéltnisse ZA, : ZAs und ZBy : ZB> gleich sind. Die zentrische
Streckung kann in der Ebene oder im Raum benutzt werden. Weil das Streck-
zentrum Z mit zwei Punkten der zu streckenden Figur und deren Bildpunkten
immer in einer Ebene liegt, bleiben die Strahlensétze anwendbar.

Der so genannte Pantograph, der auch als Storchenschnabel bezeichnet wird, ist ein Gerét, mit dem
man Zeichnungen vergrossern oder verkleinern kann. Seine Funktionsweise beruht auf der zentrischen
Streckung, die mechanisch ausgenutzt wird.



2.4 Aufgaben

Turm

Aufgabe 3

Um die Hohe eines Turmes zu bestimmen, messen Sie erst die Lange des Turm-
schattens AC = 17.2m und stellen anschliessend beim Punkt B einen zwei
Meter hohen Stab auf, sodass er ganz im Schatten des Turms steht, der oberste
Punkt aber in der Sonne sein wiirde, wenn man ihn ein wenig hebt. Die linke Stab
obere Ecke des Turms, die Spitze des Stabs und der Punkt A liegen also auf
einer Geraden. Sie messen weiter den Abstand AB = 1.35m. Bestimmen Sie
mit diesen Angaben die Hohe des Turms. A B C

Aufgabe 4

Gegeben ist das Trapez in der nebenstehenden Abbildung, bei dem die Léngen D c c
a = 10.0cm, ¢ = 7.5cm und h = 6.0cm gegeben sind. Wenn man die beiden h
Trapezseiten AD und BC nach oben verlingert, bis sie sich im Punkt P schneiden,

entsteht ein Dreieck ABP. Bestimmen Sie dessen Hohe auf die Seite AB. A a B

2.5 Lo6sungen

Lésung der Aufgabe 3

Gemiiss den Strahlensiitzen ist das Verhiltnis des Abstandes AB zur Stablinge gleich dem Verhiltnis des

Abstandes AC zur Turmhohe. Somit gilt 2 : 1.35 = h : 17.2 fiir die Hohe h des Turms. Daraus folgt aber

2-17.2
= , und die Turmhohe misst verniinftig gerundet 25.5 m.

1.35
Losung der Aufgabe 4
Weil DC : AB = ¢ :a = 3 : 4 gilt, muss auch PD : PA = PR: PQ =3 : 4 P

sein. Es gilt also PR : (PR + 6) = 3 : 4. Setzen wir PR = z, bekommen wir die

Gleichung % = %, die man in 4z = 3(x + 6) = 3z + 18 umformen kann, was
x

zur Losung = = 18 fiihrt. Die Linge PR ist also 18 cm, womit die gesuchte Hohe DR ~C
PQ im Dreieck ABP 24cm ist. (Diese Aufgabe kann man auch ohne Gleichung i E ]h
16sen, denn h muss ein Teil sein, wenn PR drei und PQ vier Teile ist. Somit ist die -

gesuchte Hohe 4 - 6 cm.) A Q B




