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 ��� ����� ����������� ���� n ��� ���� n + 1  �������
 �	� ���� ��� ��!
��"����	�� #��" $�� %����"���� �� ��� &�	������� ��� '��	������� ����� �(�� ���� )��	��	�����
�� *�� ���������� ������������ ��� ����� ������ $�� ���� )��	��	������  � �����
 ���� "��
������ ���� ���� )��	��	�����  � ��� ���� ������� ��� ������
 ��"�� ��� %������� �������� �	��
��		 �	 ������������ �	�
 �( "�� ���� )��	��	����� ��� ����� ������ $�� ���� )��	��	������ �����
���� ���� )��	��	����� ��� ����� ������ $�� ����
 �(����	��� �����	���	
 ���� �" �����		 ������
�� (����� #+���� ������ $���� )��	��	����� ��� ��" �������

'�� ���� 	��� ��� )�""�����$��+� ��� %������� ��	 &�����,������� ��� ��	��� ����� �(��
���� ���"����	�� $����	����������� -��� "�� ��� ��	,���������� ���� )��	��	����� �� ����� �����
��� ��� ���� "�� ���  �	+� ������ ���� )��	��	����� ��� �
 ����" "�� ��� ����� ��� ��� �������
����� $���+�����
 	� ������ ����	 ��� ���� )��	��	����� ��� �����	 ��� ���� )��	��	������ ����� "��
	��� ��� ��������� $�� ��� ������(����������� ����� ��
 	� ������ .�� � ��� ����  �	+� ������
)��	��	����� ����	 ��� ��� ���� ��	,���������� )��	��	����� �����	�
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vsmp – sspmp – ssimf
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��� ��� ������	 
���� ��� ���	�����	 ���������� ������������	 ��� ��������	 ������ ���� ����
��� ������������� ��	��������� 	���� ��		 23 ��� 2 · 2 · 2 ��� 8 �	� 32 ��� 3 · 3 ��� 9� !� ����
"���� ��	�����	� ��	 #����	���� a �	� b �$� ��� ab = ba ���� ��		 24 ��� ������ 42� %��� ��
���� 	�� �	���� 	��$������ #����	 a �	� b ��� ������ !���	������&

�$� ���� 	��$������ #����	 m �	� n ��� m < n ������ ��	 ����	���	 ��� mn ��'���� ���
nm (��� !)�	�	������	���	�	 ���	����� (�����	 ��� ���	���	���	�	� 
 ���� ���������(����
105 = (2 ·5)5 = 25 ·55 (����	� 510 = 55+5 = 55 ·55 ���� !� ��	$�� ��� ���� �$� ��� 
���� ��� ���
����	�	 	��$������	 #����	 �� �������	��	� ��	 ��		 "���� ��� #����	����� ��� #����	 ����	��
��� *+ ������������	� ,�� (����	 (�� ���� 	���� ��	 ��		 ������ (����	 (�� ��� ��	�����	
-�������	��	 �����	 ���� ��� #����	 . �	� / ��� ��	���� ���� �	 	��$������	 #����	 �����	 
�$� (����� ��� ���	�����	 ��������� ����

� ��� ����� ��� ������

0�		 ��	 ��� 
���� 	��� �����	 #����	�����	 	���� ��� ��� 	��$������	 #����	 �������	�� 
�	���	 ��������� ������ #����	 ������� � ��		 ��	 ��� ��� %������	� ab = ba 	�� 	���� ����

���$��� �����	� !�	 ���� 1�����	��	 ���	��	 ��� %������	� ab = ba "���� �	 ��	� ��� ���
��	������ �	��2����� (����	 ��		� ��� a = eln a �(�� ab = (eln a)b = eb·ln a �	� �	��� ba = ea·ln b

���� ��� ��� ����	��	 �	�	�� ��� !)�	�	������	���	 ex ��� %������	� b · ln a = a · ln b 
��� ���� �	 ��� %������	�

ln a

a
=

ln b

b
������	 ������ %������ ��	� ��� ����������	� #����	 a �	� b �$� (����� ��� ��	���	

f(x) =
ln x

x

��	�����	 0��� �		����� ,�� ���� ���� ��	�� ��		 (�		 ��	� ��� x3����� ��������� %�����
��	 %�����	 �	 f �	 �(�� ��� ���� ��	���	 ���	������ ,�� �������	� * ����� 	���	 ���
%�����	 �	 f ���� ��	 %�����	 ��� �������	� f ′ �(�� ��� ����	���� %����� y = 1

e
 (�����

4�	��	�� �	 ��	 %�����	 �	 f ��� ����� ��)���� ����
,�� ��)���� �	 f(x) �(�����	 ��	 x30����	 . �	� 5 ����� ���� ��� ��� �������	� �	 f

��������	� ,�� �������	�

f ′(x) =
1− ln x

x2

��� ��	�� ��	� 6��������� ��� x = e� ,�� ������ ���� f(x) ������ �$� x30���� ����	�� ��� e ����	�
�	�	 �	 	���� ��� x = e ��	 ��)�����	 0��� f(e) = ln e

e
= 1

e
�	 �	� ��� �	 ��� �	

����	� �	�	 �����	�� 7,�� ��� �	 f(x) �	� f ′(x) �$����	 �	� 	���� (��� (�� �	� 	�� �$�
������� x30���� �	����������	�8

0��� ���� f(x) �$� ����� 0���� x ��� x3����� ��2�������� 	����� ���	����	 ���������
%�����	 y = p �$� 0 < p < 1

e
��	 %�����	 �	 f ��	�� �	 �(�� ��	���	� 
�	� ��� ��� x3

����	���	 ������ ��	��� a �	� b � ���� ab = ba� !	�(���� a ��� b ���� ���� ����	�� ��� e
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����� ����	 
����� �� ��	������ ������ ��� � ��� � �� ������ ���� 1n = 1 ��� n1 = n ��	�

����	 � ���� ���� ��� ���� �� �� ����� ���� a ��� ���� ���� b ���	 ��� ��� �� a = 2 ����� b = 4
�������� ������ 
��� �� ����	 ������ ��� 	�� ����� ������ a = b 
���� ���	���� ��	�������

������ ���� ������ �� ��� ��� !�	�������� 
����	�	� ��	� ����	 ��	 ��� ���� ������	���	�

"����#	��� ��������� ���� �� ��� ��� ���� ��	������� ������ a = 2 ��� b = 4 ���	� ������

��� $�������� ab = ba ��������

%����� ������#����� ������ ��� $�������� ab = ba �������� ���	 �� ���� ���������  �����

��������������� 
��� ��� ������ ���� �� �� ���� ���� a ��	 1 < a < e ����� ���� ���� b
��	 e < b ���	� �� ��� ab = ba ���	� ��� ���� �� ����
���	 �� ���� ���� b ��	 e < b ����� ����

���� a ��	 1 < a < e ���	� �� ��� ab = ba ���	� ���  ����������� ����� ��	 ���� ��� ��� ������

������#���� �&�
	� '���	�

� �������� 	���
������

(����� ��� ��	 f(x) ��� ��� )����		#��
	�� ��	 �������	���� $������ �� ��� �������� %�*

���	�	�� 
����� 
���� ����������� ��� ��� ��������� %����	�	 �����	 �� ��� 
+���� �� ����
	

��	 ��� ,�����	�������
	��� ��� ��	 ��������� �������� ���
	����� �����	��� $����������	���

��	 ��� ������ -������ ��	 �������� ���� ��� $�������� ln x = p · x �� ���� p ��	 0 < p < 1
e

����� ���� ,+������ a ��� b ��	� ��� ����� ,+������ ������� ab = ba� .��� $����� ����� ���

/���#��
	 ��	 ����� )	������ p� ������ ��� "�������� 0 < p < 1
e
�����	� ��������	 ��� $��#���

��� ,�����	�������
	��� �� ���� !��
	��� ��� -�������� � ����	 ��� �� ���� )����		#��
	� ���

$��#���  �� ln x ��	 ��� $������ y = 0.3x ��������������� y = 0.2x ��� "���#�����

0� 
��
��	� ������#���� a ��� b �� '����� ����	 ��� ���#��
������� 1�������������� ���

��� )����		#��
	�  �� ���� ���
	�������#��� ���	����� 
���� )� ���� ����#��������� ��� x*
2�������	�� ��� )����		#��
	�  �� y = 0.3x ��	 y = ln x ��� �������	�� ������ a ≈ 1.6313408
��� b ≈ 5.9377901� 1��	� %��������&�
	�� �	����� ab ��� ba ����	 ����� ������ ��� �����

��� ���	� 18.282929 ��������������� 18.282930�
)��� a ��� b ��� ������ ,+������ ��� $�������� ln x = p ·x� �� ������ ���� ���� ���	� ����	

���	������ ���� ��� p 
���	� 3�� 
��� ���� ���� ��������� ��� ����� ��� ���� ������ a� b ���
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��������� 	
 ������ ��� �������� lnx ��� ������ ������� ����������

p ��� ���� ������� 	�
������ �
� 	��
����
���
� b = 3 ����	��� 
� ��	�� ��� �	�� ��
����� ��


a = 2 �� ����� �
� ��� ��� �������������� ��
����������� 	������ ��� ��
 p = ln b

b
= ln 3

3
���

���� a ≈ 2.4780527 ��� ����� ��� ab ��� ba 
��� 15.21709018 	��������
���
� 15.21709015
���  ����

 
������ ��� ��
 �������
 ��
 
�������� !��� a = 2 ��� b = 4 �� "
 ��



ln 2 = p · 2 ��� ln 4 = p · 4 �#� ���
��	� ���� p ������ ��
 
����� ����� ���� �#� ���
�
 p ����
����

 $������������
����� p = ln 2

2
= 2

2
· ln 2

2
= 2·ln 2

2·2 = ln 22

2·2 = ln 4
4
 ���
� 	����� ���#�������

������ ��������� ���� 
�������� "����
����� ��
� ��� ���
����� ��

 22 = 2 · 2 ����

� �������	�
������ 	�� �����������	�
������

"
 ��	� ���� ��� ��� ���������� a ��� b 	�
������ ��
 ���#������� ������� ��
 ��� %��������
ab = ba ���#���� �	�� �
 ��	� ��������� ����� !���� �� &������ ��� ������� ������� ���� '��� ������
���� x > 1 ��

�� e ���(�� ����� �� ����� 
������ ���������� ��)����� ��� ��� *�������
k(x) ��
 ���'����� ���� y� �#� ��� xy = yx ����� ��� 
���� ��� k(e) = e� 
� 	����� k ��� �����
D = {x | x ∈ R & x > 1} 	�'����� ��� ��� ����� D �	 "
 ���� 
���� k−1 = k ���
� *������� �
�
���� 
������ ���� ���
����	� ��� ��� %����� y = 1

e
�� +		������ , �������������� �������� ����

������ 
� ������ 
��� ��� x-.���������� ���  ������������ ��� f(x) �	������
 ��������������
/��� ��)������ k(e) = e �
� ����� ������� ����� ��� ��������� *���� ab = ba �#� a = b� 
������
����� ��� ��
����������� ��� 	�����  ������
������ ��� %������ y = 1

e
��� f(x)0

1��������� ��� ��� !������������� x �→ xa ��� ��� "2����������������� x �→ ax� 
� ��	�
��� %�(

� k(a) ��� x-���� ��� �#� ������ ��� 	����� *��������� ��� �������� *�������
����
������� ��� 
��� ��� %������ ��� !������������� ��� ��� "2����������������� 
���� 
��������
*#� �������� x-����� ��
 k(a) �
� ��� !������������� x �→ xa ��(

��� ��� �#� ��(

��� �����
�
� ��� "2����������������� x �→ ax ��(

��
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